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Objetivos

• Árboles binarios de búsqueda

• Operaciones sobre árboles: query y modificación
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Árbol binario de búsqueda

Un árbol binario de búsqueda es una ED que implementa un conjunto
dinámico y soporta las siguientes operaciones:

– Search

– Minimum

– Maximum

– Predecessor

– Successor

– Insert

– Delete

Como su nombre lo indica, los elementos son almacenados en un
árbol binario. Asumimos que las claves obedecen un orden total

Las operaciones toman en el peor caso tiempo proporcional a la
altura del árbol. Si el árbol es balanceado, su altura es O(log n)
pero el árbol puede tener una estructura lineal y su altura ser O(n),
donde n es el número de elementos en el árbol
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Ejemplo de árbol binario de búsqueda

12.1 What is a binary search tree? 287
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Figure 12.1 Binary search trees. For any node x, the keys in the left subtree of x are at most x:key,
and the keys in the right subtree of x are at least x:key. Different binary search trees can represent
the same set of values. The worst-case running time for most search-tree operations is proportional
to the height of the tree. (a) A binary search tree on 6 nodes with height 2. (b) A less efficient binary
search tree with height 4 that contains the same keys.

its right child, and its parent, respectively. If a child or the parent is missing, the
appropriate attribute contains the value NIL. The root node is the only node in the
tree whose parent is NIL.

The keys in a binary search tree are always stored in such a way as to satisfy the
binary-search-tree property:

Let x be a node in a binary search tree. If y is a node in the left subtree
of x, then y:key ! x:key. If y is a node in the right subtree of x, then
y:key " x:key.

Thus, in Figure 12.1(a), the key of the root is 6, the keys 2, 5, and 5 in its left
subtree are no larger than 6, and the keys 7 and 8 in its right subtree are no smaller
than 6. The same property holds for every node in the tree. For example, the key 5
in the root’s left child is no smaller than the key 2 in that node’s left subtree and no
larger than the key 5 in the right subtree.

The binary-search-tree property allows us to print out all the keys in a binary
search tree in sorted order by a simple recursive algorithm, called an inorder tree
walk. This algorithm is so named because it prints the key of the root of a subtree
between printing the values in its left subtree and printing those in its right subtree.
(Similarly, a preorder tree walk prints the root before the values in either subtree,
and a postorder tree walk prints the root after the values in its subtrees.) To use
the following procedure to print all the elements in a binary search tree T , we call
INORDER-TREE-WALK.T:root/.

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Árbol binario de búsqueda

Cada nodo del árbol almacena una clave junto a un apuntador a los
datos satélites asociados a la clave

La propiedad que define al árbol como árbol de búsqueda es:

Para todo nodo x en el árbol:

• si y es un nodo cualquiera en el subárbol izquierdo de x,
entonces y.key < x.key

• si z es un nodo cualquiera en el subárbol derecho de x,
entonces x.key ≤ z.key

Los nodos internos del árbol no están obligados a tener ambos hijos
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Otro ejemplo de árbol binario de búsqueda290 Chapter 12 Binary Search Trees
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Figure 12.2 Queries on a binary search tree. To search for the key 13 in the tree, we follow the path
15 ! 6 ! 7 ! 13 from the root. The minimum key in the tree is 2, which is found by following
left pointers from the root. The maximum key 20 is found by following right pointers from the root.
The successor of the node with key 15 is the node with key 17, since it is the minimum key in the
right subtree of 15. The node with key 13 has no right subtree, and thus its successor is its lowest
ancestor whose left child is also an ancestor. In this case, the node with key 15 is its successor.

TREE-SEARCH.x; k/

1 if x == NIL or k == x:key
2 return x
3 if k < x:key
4 return TREE-SEARCH.x: left; k/
5 else return TREE-SEARCH.x:right; k/

The procedure begins its search at the root and traces a simple path downward in
the tree, as shown in Figure 12.2. For each node x it encounters, it compares the
key k with x:key. If the two keys are equal, the search terminates. If k is smaller
than x:key, the search continues in the left subtree of x, since the binary-search-
tree property implies that k could not be stored in the right subtree. Symmetrically,
if k is larger than x:key, the search continues in the right subtree. The nodes
encountered during the recursion form a simple path downward from the root of
the tree, and thus the running time of TREE-SEARCH is O.h/, where h is the height
of the tree.

We can rewrite this procedure in an iterative fashion by “unrolling” the recursion
into a while loop. On most computers, the iterative version is more efficient.

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Recorrido del árbol

El simple hecho de que las claves satisfacen la propiedad de árbol de
búsqueda permite imprimir todas las claves en el árbol de forma
ordenada en tiempo Θ(n) con un algoritmo recursivo

1 Inorder-Tree-Walk(pointer x)

2 if x != null

3 Inorder-Tree-Walk(x.left)

4 Imprimir x.key

5 Inorder-Tree-Walk(x.right)

Esto es un recorrido inorden. Un recorrido preorden imprime la
clave antes de visitar los hijos, y un recorrido postorden imprime la
clave luego de hacer el recorrido de los hijos
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Operaciones query sobre árboles de búsqueda

Recuerde que una operación tipo query es una operación que no
cambia el árbol. Las siguientes operaciones son tipo query:

– Search

– Minimum

– Maximum

– Predecessor

– Successor

c© 2016 Blai Bonet

Operación de búsqueda de claves

Dada una clave k, tenemos que determinar si el árbol contiene dicha
clave. En caso afirmativo, debemos devolver un apuntador al nodo
que la contiene, y null si la clave no se encuentra en el árbol

1 Tree-Search(pointer x, key k)

2 if x == null || x.key == k then return x

3

4 if k < x.key

5 return Tree-Search(x.left, k)

6 else

7 return Tree-Search(x.right, k)

La primera llamada es con x igual a un apuntador a la ráız del árbol.
La búsqueda toma tiempo O(h) donde h es la altura del árbol
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Máximos y ḿınimos

Por la propiedad de árbol de búsqueda, la clave ḿınima debe ser la
clave “más a la izquierda” mientras que la clave máxima debe ser la
clave “más a la derecha”

1 Tree-Minimum(pointer x)

2 while x != null && x.left != null

3 x = x.left

4 return x

5

6 Tree-Maximum(pointer x)

7 while x != null && x.right != null

8 x = x.right

9 return x

La primera llamada es con x igual a un apuntador a la ráız del árbol.
Ambas operaciones toman tiempo O(h) donde h es la altura del árbol
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Sucesor

Si todas las claves son distintas, el sucesor del nodo x con clave x.key
es el nodo que contenga la menor clave entre todos los nodos que
tienen clave mayor estricta a x.key (i.e. a la derecha de x)

1 Tree-Successor(pointer x) % se asume x != null

2 % caso de subárbol derecho no vacı́o

3 if x.right != null then return Tree-Minimum(x.right)

4

5 % caso de subárbol derecho vacı́o

6 y = x.p % y es el padre de x

7 while y != null && x == y.right % mientras x sea hijo derecho

8 x = y

9 y = y.p

10 return y

Tree-Successor toma tiempo O(h) donde h es la altura del árbol

c© 2016 Blai Bonet



Correctitud del cálculo de sucesor (1 de 2)

Suponga que el subárbol derecho de x no es vaćıo

Por la propiedad de árbol de búsqueda:

– Todo nodo en el subárbol derecho de x tiene clave ≥ x.key

– ¿Existen otras claves mayores a x.key? ¿Cuáles?

Si x es un descendiente por hijo izquierdo de un nodo y, entonces
x.key < y.key y todo lo que esté en el subárbol derecho de y también
tiene clave mayor estricta a x.key

Además, y.key y todas las claves en el subárbol derecho de y tendrán
claves mayores estrictas a todas las claves en el subárbol derecho de x

Como el sucesor es el menor de todas las claves mayores a x.key, el sucesor
debe ser el menor en x.right (igual si existen claves repetidas)

Esto establece la correctitud cuando el subárbol derecho de x no es vaćıo

c© 2016 Blai Bonet

Correctitud del cálculo de sucesor (2 de 2)

Considere el caso donde x no tiene subárbol derecho

Por lo de antes, una clave x.key < y.key ssi:

– x es un descendiente de y por hijo izquierdo, o

– y pertenece al subárbol derecho de z donde x es descendiente de z por
hijo izquierdo. En este caso, x.key < z.key ≤ y.key

Sea A el conjunto de ys tal que x es descendiente de y por hijo izquierdo:

– El sucesor de x es el ḿınimo en A

– Si y, z ∈ A, entonces y es descendiente de z por hijo izquierdo o vice
versa. En el primer caso, y.key < z.key

El sucesor de x es el elemento en A “mas cercano” a x. Si A = ∅, x no
tiene sucesor

Esto establece la correctitud del caso cuando x no tiene subárbol derecho
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Inserción

La operación de inserción modifica el árbol añadiendo un nodo nuevo

La modificación debe ser tal que la propiedad de árbol de búsqueda se
mantiene en el nuevo árbol

El procedimiento de inserción recibe un nodo z con la nueva clave a
ser insertada y con z.left = z.right = null

Una vez insertado, z aparece como hoja del árbol
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Idea para la inserción

La idea es realizar una búsqueda de la clave z.key a ser insertada para
aśı determinar quién debe ser el padre del nuevo elemento z

Una vez determinado el padre y, el nodo z es insertado como hijo
izquierdo o derecho dependiendo si z.key < y.key ó y.key ≤ z.key

Si el árbol es vaćıo, el nodo z pasa a ser la ráız del árbol
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Ejemplo de inserción en árbol binario de búsqueda12.3 Insertion and deletion 295
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Figure 12.3 Inserting an item with key 13 into a binary search tree. Lightly shaded nodes indicate
the simple path from the root down to the position where the item is inserted. The dashed line
indicates the link in the tree that is added to insert the item.

Figure 12.3 shows how TREE-INSERT works. Just like the procedures TREE-
SEARCH and ITERATIVE-TREE-SEARCH, TREE-INSERT begins at the root of the
tree and the pointer x traces a simple path downward looking for a NIL to replace
with the input item ´. The procedure maintains the trailing pointer y as the parent
of x. After initialization, the while loop in lines 3–7 causes these two pointers
to move down the tree, going left or right depending on the comparison of ´:key
with x:key, until x becomes NIL. This NIL occupies the position where we wish to
place the input item ´. We need the trailing pointer y, because by the time we find
the NIL where ´ belongs, the search has proceeded one step beyond the node that
needs to be changed. Lines 8–13 set the pointers that cause ´ to be inserted.

Like the other primitive operations on search trees, the procedure TREE-INSERT
runs in O.h/ time on a tree of height h.

Deletion
The overall strategy for deleting a node ´ from a binary search tree T has three
basic cases but, as we shall see, one of the cases is a bit tricky.
! If ´ has no children, then we simply remove it by modifying its parent to re-

place ´ with NIL as its child.
! If ´ has just one child, then we elevate that child to take ´’s position in the tree

by modifying ´’s parent to replace ´ by ´’s child.
! If ´ has two children, then we find ´’s successor y—which must be in ´’s right

subtree—and have y take ´’s position in the tree. The rest of ´’s original right
subtree becomes y’s new right subtree, and ´’s left subtree becomes y’s new
left subtree. This case is the tricky one because, as we shall see, it matters
whether y is ´’s right child.

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press
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Inserción

1 Tree-Insert(tree T, pointer z)

2 y = null

3 x = T.root

4 while x != null % buscamos donde insertar

5 y = x

6 if z.key < x.key

7 x = x.left

8 else

9 x = x.right

10

11 % asignar y como padre del nuevo nodo z

12 z.p = y

13 if y == null % el árbol está vacı́o

14 T.root = z

15 else if z.key < y.key

16 y.left = z

17 else

18 y.right = z

La inserción toma tiempo O(h) donde h es la altura del árbol
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Eliminación

Al eliminar un nodo z del árbol, consideramos 3 casos posibles:

1. Si z es una hoja, la eliminación es fácil ya que solo debemos
cambiar un apuntador para remover z

2. Si z tiene un solo hijo, “elevamos” al hijo para que reemplace a z

3. Si z tiene dos hijos, buscamos el sucesor y de z (el cual está en el
subárbol derecho de z) para que tome la posición de z y aśı
mantener la propiedad invariante

Diferenciamos cuando y es un hijo derecho o izquierdo. Si y es
hijo derecho, y es necesariamente el hijo derecho de z

En cualquier caso, el sucesor y de z no tiene hijo izquierdo

c© 2016 Blai Bonet

Segundo caso de eliminación12.3 Insertion and deletion 297
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Figure 12.4 Deleting a node ´ from a binary search tree. Node ´ may be the root, a left child of
node q, or a right child of q. (a) Node ´ has no left child. We replace ´ by its right child r , which
may or may not be NIL. (b)Node ´ has a left child l but no right child. We replace ´ by l . (c)Node ´
has two children; its left child is node l , its right child is its successor y, and y’s right child is node x.
We replace ´ by y, updating y’s left child to become l , but leaving x as y’s right child. (d) Node ´
has two children (left child l and right child r), and its successor y ¤ r lies within the subtree rooted
at r . We replace y by its own right child x, and we set y to be r’s parent. Then, we set y to be q’s
child and the parent of l .
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Tercer caso de eliminación

El sucesor y de z es un hijo derecho:

12.3 Insertion and deletion 297
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Figure 12.4 Deleting a node ´ from a binary search tree. Node ´ may be the root, a left child of
node q, or a right child of q. (a) Node ´ has no left child. We replace ´ by its right child r , which
may or may not be NIL. (b)Node ´ has a left child l but no right child. We replace ´ by l . (c)Node ´
has two children; its left child is node l , its right child is its successor y, and y’s right child is node x.
We replace ´ by y, updating y’s left child to become l , but leaving x as y’s right child. (d) Node ´
has two children (left child l and right child r), and its successor y ¤ r lies within the subtree rooted
at r . We replace y by its own right child x, and we set y to be r’s parent. Then, we set y to be q’s
child and the parent of l .
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Tercer caso de eliminación

El sucesor y de z es un hijo izquierdo:

12.3 Insertion and deletion 297
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Figure 12.4 Deleting a node ´ from a binary search tree. Node ´ may be the root, a left child of
node q, or a right child of q. (a) Node ´ has no left child. We replace ´ by its right child r , which
may or may not be NIL. (b)Node ´ has a left child l but no right child. We replace ´ by l . (c)Node ´
has two children; its left child is node l , its right child is its successor y, and y’s right child is node x.
We replace ´ by y, updating y’s left child to become l , but leaving x as y’s right child. (d) Node ´
has two children (left child l and right child r), and its successor y ¤ r lies within the subtree rooted
at r . We replace y by its own right child x, and we set y to be r’s parent. Then, we set y to be q’s
child and the parent of l .
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Transplante de nodos

El reemplazo de un nodo u por otro nodo v en el árbol T se
implementa con la subrutina Transplant(T, u, v):

1 Transplant(tree T, pointer u, pointer v)

2 if u.p == null % u es nodo raı́z

3 T.root = v

4 else if u == u.p.left % u es hijo izquierdo

5 u.p.left = v

6 else % u es hijo derecho

7 u.p.right = v

8

9 % modificar apuntador del padre en nodo transplantado

10 if v != null then v.p = u.p

Esta rutina corre en tiempo constante
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Eliminación

1 Tree-Delete(tree T, pointer z)

2 if z.left == null

3 % caso 1 y 2 (z sin subárbol izquierdo)

4 Transplant(T, z, z.right)

5 else if z.right == null

6 % caso 2 (z sin subárbol derecho)

7 Transplant(T, z, z.left)

8 else

9 % caso 3 (z tiene ambos hijos)

10 y = Tree-Minimum(z.right) % y es sucesor de z

11 if y.p != z

12 % caso 3: y es hijo izquierdo

13 Transplant(T, y, y.right)

14 y.right = z.right

15 z.right.p = y

16 Transplant(T, z, y)

17 y.left = z.left

18 z.left.p = y

Tree-Delete(T,z) corre en tiempo O(h) porque llama a Tree-Minimum
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Resumen

• Los árboles binarios de búsqueda son una ED que permite
implementar todas las operaciones sobre conjuntos dińamicos en
tiempo proporcional a la altura del árbol

• Si la altura es pequeña, O(log n), un árbol binario de búsqueda es
una ED eficiente

• Sin embargo, en el peor caso, un árbol con n elementos puede tener
altura O(n)

• Más adelante veremos los árboles rojo y negro que son un tipo de
árbol binario de búsqueda en donde la altura está garantizada de
ser O(log n)
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Ejercicios (1 de 7)

1. Calcule la complejidad de Inorder-Tree-Walk planteando una
recurrencia y resolviendo con sustitucion

2. (12.1-1) Considere las claves {1, 4, 5, 10, 16, 17, 21}. Dibuje árboles
binarios de búsqueda de alturas 2, 3, 4, 5 y 6

3. (12.1-2) ¿Cuál es la diferencia entre las propiedades para árbol binario de
búsqueda y min-heap? ¿Se puede utilizar la propiedad de min-heap para
imprimir las claves de forma ordenada en tiempo O(n) (donde n es el
número de nodos en el heap)? Justifique

4. (12.1-3) Escriba un algoritmo iterativo que realice un recorrido inorden
del árbol (Ayuda: una posible solución utiliza una pila para simular la
recursión. Un mejor solución no utiliza pilas)
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Ejercicios (2 de 7)

5. (12.1-4) Implemente recorridos preorden y postorden sobre un árbol de
búsqueda

6. (12.1-5) Argumente que como para ordenar n elementos se requieren de
Ω(n log n) comparaciones, entonces cualquier algoritmo que construya un
árbol de búsqueda a partir de n claves debe tomar tiempo Ω(n log n) en
el peor caso

7. Argumente la correctitud de Tree-Search

8. Escriba una versión iterativa de Tree-Search

9. (12.2-2) Escriba versiones recursivas de Tree-Minimum y Tree-Maximum

10. (12.2-3) Escriba el procedimiento Tree-Predecessor
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Ejercicios (3 de 7)

11. (12.2-1) Suponga que tenemos un árbol binario de búsqueda cuyas claves

están entre 1 y 1000, y que realizamos una búsqueda del elemento 363

sobre el árbol. ¿Cuál de las siguientes secuencias de nodos examinados

durante la búsqueda es imposible?

a) 2, 252, 401, 398, 330, 344, 397, 363

b) 924, 220, 911, 244, 898, 258, 362, 363

c) 925, 202, 911, 240, 912, 245, 363

d) 2, 399, 387, 219, 266, 382, 381, 278, 363

e) 935, 278, 347, 621, 299, 392, 358, 363

12. (12.2-5) Muestre que si un nodo en un árbol de búsqueda tiene dos hijos,
entonces su sucesor no tiene hijo izquierdo y su predecesor no tiene hijo
derecho
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Ejercicios (4 de 7)

13. (12.2-7) Una forma alternativa de realizar un recorrido inorden de un
árbol con n elementos consiste en primero llamar a Tree-Minimum y
luego realizar n− 1 llamadas a Tree-Successor. Muestre que este
algoritmo corre en tiempo Θ(n)

14. (12.2-8) Muestre que dado un nodo x en un árbol binario de búsqueda de
altura h, si realizamos k llamadas a Tree-Successor partiendo desde x,
para generar los k sucesores de x, el tiempo total es Θ(h + k)

15. (12.2-9) Sea T un árbol binario de búsqueda donde todas las claves son
distintas, x una hoja de T y y el padre de x. Muestre que y.key es la
menor clave en T que es mayor a x.key ó y.key es la mayor clave en T
que es menor a x.key

16. (12.3-1) Escriba una versión recursiva de Tree-Insert
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Ejercicios (5 de 7)

17. (12.3-2) Suponga que construimos un árbol binario de búsqueda T
realizando inserciones repetidas y que no se elimina ninguna clave del
árbol. Argumente que el número de nodos examinados durante una
busqueda de una clave k en el árbol es igual a 1 mas el número de nodos
examinados cuando la clave k se insertó por primera vez

18. (12.3-3) n elementos pueden ser ordenados si primero construimos un
árbol binario de búsqueda realizando n inserciones y luego hacemos un
recorrido inorden del árbol. Calcule el tiempo de corrida de este algoritmo
de ordenamiento en el mejor y peor caso

19. (12.3-4) ¿És la operación de eliminación commutativa? Es decir, ¿és
igual eliminar x y luego y igual a primero eliminar y y luego x?

20. (12.3-6) Cuando el nodo z a eliminar en Tree-Delete tiene dos hijos, se
puediera elegir a y como el predecesor de z en lugar de su sucesor.
Implemente esta estrategia, y una estrategia que randomiza la selección
del predecesor y sucesor cuando el nodo z a eliminar tenga dos hijos
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Ejercicios (6 de 7)

21. (12-2) Árboles de prefijos

Dadas cadenas a = a0 . . . ap y b = b0 . . . bq, donde cada ai y bj están en
conjunto ordenado, decimos que a es lexicográficamente menor a b ssi:

a) existe entero j, con 0 ≤ j ≤ min{p, q}, tal que aj < bj y ai = bi para
todo i con 0 ≤ i < j, ó

b) p < q y ai = bj para todo 0 ≤ i ≤ p.

Por ejemplo, si hablamos de cadenas de bits, 10100 < 10110 y
10100 < 101000. El árbol de prefijos mostrado a continuación almacena
los strings 1011, 10, 011, 100 y 0

Al buscar una clave a = a0 . . . ap, nos movemos a la izquierda en un
nodo a profundidad i si ai = 0, y nos movemos a la derecha si ai = 1

Sea S un conjunto de cadenas, y n la suma de las longitudes de las
cadenas en S. Muestre como usar un árbol de prefijos para ordenar las
cadenas en S en tiempo Θ(n). Para el ejemplo de la figura, la salida
debeŕıa ser 0, 011, 10, 100, 1011
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Figure 12.5 A radix tree storing the bit strings 1011, 10, 011, 100, and 0. We can determine each
node’s key by traversing the simple path from the root to that node. There is no need, therefore, to
store the keys in the nodes; the keys appear here for illustrative purposes only. Nodes are heavily
shaded if the keys corresponding to them are not in the tree; such nodes are present only to establish
a path to other nodes.

a. Argue that the average depth of a node in T is
1

n

X

x2T

d.x; T / D
1

n
P.T / :

Thus, we wish to show that the expected value of P.T / is O.n lg n/.
b. Let TL and TR denote the left and right subtrees of tree T , respectively. Argue

that if T has n nodes, then
P.T / D P.TL/C P.TR/C n ! 1 :

c. Let P.n/ denote the average total path length of a randomly built binary search
tree with n nodes. Show that

P.n/ D
1

n

n!1X

iD0

.P.i/C P.n ! i ! 1/C n ! 1/ :

d. Show how to rewrite P.n/ as

P.n/ D
2

n

n!1X

kD1

P.k/C‚.n/ :

e. Recalling the alternative analysis of the randomized version of quicksort given
in Problem 7-3, conclude that P.n/ D O.n lg n/.

Imagen de Cormen et al. Intro. to Algorithms. MIT Press

Árbol de prefijos para 1011, 10, 011, 100 y 0. Las cadenas almacenadas se
corresponden con los nodos claros. En tales nodos no hace falta guardar la
cadenas ya que ellas está dadas por los caminos desde la ráız hasta los nodos
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